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Streszczenie:

W niniejszej pracy przedstawiono analiz¢ stanu naprezenia i mechanizmu zarysowania
modelowej zginanej belki zelbetowej, traktowanej, jako kompozycja materiatowa skta-
dajaca si¢ z betonu wzmocnionego wiotkimi pretami stalowymi roztozonymi dyskretnie
w matrycy. W celu weryfikowania poprawnosci zatozonych modeli materiatow konstruk-
cyjnych: betonu i stali zbrojeniowej, poréwnano otrzymane wyniki obliczen numerycz-
nych z wynikami obliczen analitycznych.

Stowa kluczowe: metoda elementow skonczonych, konstrukcje zelbetowe, belki

Wstep

W wigkszosci przypadkow konstrukcje zelbetowe projektowane s metodami
uproszczonymi w oparciu 0 wyniki doswiadczalne. Chociaz tradycyjne metody empi-
ryczne sa wystarczajace do projektowania typowych konstrukcji zelbetowych, to jed-
nak zastosowanie metody elementow skonczonych umozliwia wykonywanie bardzo
doktadnych analiz ztozonych ustrojow konstrukcyjnych.

W ostatnich latach problemy mechaniki konstrukcji zelbetowych rozwiazywane sg
przy zastosowaniu metody elementow skonczonych, co jest scisle zwigzane z wigkszymi
mozliwosciami metod i systemow obliczeniowych. Oprogramowanie systemowe zasto-
sowane do modelowania zachowania konstrukcji szczeg6lnie w zakresie nieliniowym
jest bardzo efektywne zwtaszcza w odniesieniu do tak zwanych otwartych systemow,
w ktorych mozna implementowa¢ witasne modele konstytutywne. Gtéwna przeszkoda
w wykorzystaniu metody elementow skonczonych w obliczeniach konstrukcji zelbeto-
wych jest trudnos¢ modelowania wiasciwosci materiatow zwiagzana przede wszystkim
Z jego kompozytowa budowsa.
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W celu weryfikowania poprawnosci zatozonego modelu materiatu i zastosowanej
metody obliczeniowej nalezy poréwnywa¢ otrzymane wyniki obliczen numerycznych
z wynikami doswiadczalnymi oraz z wynikami obliczen analitycznych.

Przedmiotem pracy jest belka zelbetowa traktowana, jako kompozycja materiato-
wa sktadajaca si¢ z betonu wzmocnionego wiotkimi pretami stalowymi roztozonymi
dyskretnie w matrycy.

Celem pracy jest analiza stanu naprezenia i mechanizmu zarysowania belki zelbe-
towej rozwigzywanej metoda elementow skonczonych z uwzglednieniem nieliniowosci
fizycznych materiatdw konstrukcyjnych.

Modelowanie belki zelbetowej

W modelu betonu belki przyjeto graniczna jednoosiowa wytrzymatos¢ na sciskanie
f =35 MPa, modut sprezystosci E_= 34 GPa, wspotczynnik Poissona v_= 0.2, granicz-
ng jednoosiowa wytrzymatos¢ na rozcigganie f = 3.2 MPa. W modelu stali zbrojenio-
wej zatozono charakterystyczna granice plastycznosci f, = 410 MPa, modut sprezysto-
sci E_ = 200 GPa, wspotczynnik Poissona v = 0.3.

Relacje naprezenie-odksztatcenie przy jednoosiowym sciskaniu otrzymano z po-
nizszych rownan opisujacych wieloliniowg izotropowa krzywa naprezenie-odksztatce-
nie betonu (MacGregor 1992):

5= E -¢
1” ®)

€

2. f
oy =2 @)
. )

gdzie: ¢,- odksztatcenie odpowiadajace wytrzymatosci na sciskanie f .

Wieloliniowa izotropowa zaleznos¢ naprezenie-odksztatcenie wymaga definiowa-
nia pierwszego punktu krzywej, dla ktdrego spetnione jest prawo Hooka. Krzywa zasto-
sowano w celu poprawienia zbieznosci nieliniowego algorytmu rozwiazania, Tabela 1.
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Tab. 1. Zestawienie punktow opisujacych wieloliniowy wykres o-¢ dla betonu

Punkt 1 Punkt 2 Punkt 3 Punkt 4 Punkt 5 Punkt 6
o [MPa] 10.5 18.803 30.454 34.368 35 35
e [%,] 0.3088 0.6 1.2 1.7 2.1 3

Pierwszy punkt, zdefiniowano w 0.3f " i oszacowano przedziat liniowy (wzor 3). Na-
stepne punkty 2, 3 i 4 obliczono ze wzoru 1 dla g, wyznaczonego wg rownania 2. Zatozo-
no odksztatcenia i obliczono naprezenia dla kazdego odksztatcenia. Punkt 5 zdefiniowano
dlac =f ie,wyznaczonego wg rownania 2, a ostatni punkt 6 dlac = f_"i g = 0.003.

Na Rys. 1 przedstawiono zaleznos¢ wykorzystang w modelu betonu, oparta na pra-
cy Kachlakeva i in. 2001.
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Rys. 1. Wykres jednoosiowe naprezenie-odksztatcenie betonu

Model zelbetu uwzglednia mozliwos¢ kruchego zniszczenia betonu podatnego na
zarysowanie przy rozcigganiu i miazdzenie przy sciskaniu oraz deformacje plastyczne
stali zbrojeniowej i betonu. Powierzchnia graniczna betonu byta zgodna z teorig Willama-
-Warnke 1975, uwzgledniajaca pie¢ parametrow materiatowych. W zarysowanym betonie
uwzgledniono mozliwos¢ jego wzmocnienia przy scinaniu przez definiowanie wspotczyn-
nikow $cinania przy rysach otwartych @, i zamknigtych 3. W odniesieniu do stali zbroje-
niowej wykorzystano model materiatu sprezysto-idealnie plastycznego, a w odniesieniu
do betonu model sprezysto-plastyczny ze wzmocnieniem. Wartos¢ B, przyjmuije sie z prze-
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dziatu od 0 do 1, przy czym 0 odpowiada rysie gtadkiej przy catkowitej utracie nosnosci
na écinanie, a 1 rysie chropowatej bez utraty nosnosci na scinanie (ANSYS 2005). W wie-
lu pracach dotyczacych konstrukcji zelbetowych wartos¢ B, przyjmowano z przedziatu
pomigdzy 0.05 a 0.25 (Bangash 1989, Huyse i in. 1994, Hemmaty i in. 1998, Kachlakev
i in. 2001, Wolanski 2004). Wstepne analizy obejmowaty rozne warianty wartosci wspot-
czynnika B, Ostatecznie ustalono, ze jego optymalna wartos¢ wynosi 0.3.

Wymiary analizowanej belki z uktadem zbrojenia i schematem obciazenia przed-
stawiono na Rys. 2.
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Rys. 2. Uktad zbrojenia i schemat obcigzenia belki

Modelowano potowe belki po jednej ptycie stalowej w punkcie przytozenia obcia-
zenia i na podporze w zwigzku z podtuzng symetria elementu. Model obcigzanej ptyty
stalowej, podpory stalowej i belki ze zbrojeniem wraz z warunkami brzegowymi przed-
stawiono na Rys. 3.

Rys. 3. Siatka elementéw skonczonych i warunki brzegowe

Belkg obcigzano do chwili zniszczenia. Obliczenia numeryczne wykonano wg pro-
cedury Newtona-Raphsona. Po uzyskaniu zbieznosci po kazdym etapie obciazenia na-
stepowato wznowienie analizy numerycznej. Czas na koncu kazdego etapu obcigzenia
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odpowiadat zastosowanemu obcigzeniu. W pierwszym etapie koncowy czas obcigzenia
wynosit 0.007 co odpowiadato obcigzeniu P = 0.007 MN =7 kN przytozonemu bezpo-
srednio na ptyte stalowa. Zatozono maty przyrost obcigzenia o statej wartosci rownej
0.0875 kN. W analizach zastosowano kryterium zbieznosci przemieszczen o wartosci
rownej 0.25.

Analiza wynikdw numerycznych

W obszarze liniowo-sprezystym porownano zgodnosé przemieszczen i naprezen
w modelu numerycznym z obliczeniami analitycznymi. Wyznaczono naprezenia beto-
nu, naprezenia stali zbrojeniowej i przemieszczenia pionowe w srodku belki pod ob-
cigzeniem rysujacym 27.5 kKN. W Tabeli 2 poréwnano je z wynikami numerycznymi
w chwili powstania pierwszej rysy. W obszarze dziatania statego momentu naprezenia
w $rodku rozpietosci belki sa rowne 3.2 MPa.

Tab. 2. Poréwnanie wynikow analitycznych z wynikami numerycznymi

Naprezenie Naprezenie Przemieszczenie Sila
Model betonu _ wstali pionowe rysujaca
w strefie rozcigganej | zbrojeniowej w srodku belki P [kN]
o, [MPa] o, [MPa] V, [mm] or
Obliczenia
analityczne 3.20 14.99 0.86 27.50
Obliczenia
numeryczne 3.35 15.49 0.93 32.03

Na Rys. 4 zilustrowano obrazy rys w catym zakresie obcigzenia. Na poczatku
rysy od zginania powstawaty w potowie rozpigtosci belki. W miar¢ wzrostu obciazenia
pionowe rysy rozciaggaty sie poziomo w kierunku podpory. Przy wyzszym obcigzeniu
pojawiaty sie ukosne rysy od rozciagania. Na koncowych etapach powstaty rysy od
sciskania pod punktem obciazenia. W obszarze dziatania statego momentu zginajacego
rysy rozwijaty sie do osiggnigcia obcigzenia 35 kN. Nastepnie zaobhserwowano rozwoj
zarysowania belki w kierunku podpory. Rysy ukosne powstaty przy obciazeniu 91 kN.

181



Piotr Smarzewski, Danuta Barnat — Hunek

P=35 kN____ P=56 kN
: P=42 kN B : P=70 kN o
: P=91 kN - ) P =182 kN____
: P=210 klj : P=217 kN

Pierwsze efekty miazdzenia betonu zaobserwowano pod obcigzeniem 182 kN.
Uplastycznienie stali zbrojeniowej pojawito si¢ nieco pdzniej przy okoto 200 kN. Za-
rejestrowano wowczas gwattowny wzrost przemieszczen pionowych w srodku belki.
Stan graniczny nosnosci wystapit pod obcigzeniem 218 kN, co objawito si¢ nagta utrata

Rys. 4. Obrazy rys

zbieznosci rozwigzania numerycznego.

W artykule analizowano stan naprezenia belki zelbetowej. Na Rys. 5 zaznaczono

przekroje, w ktorych wykonano rozktady naprezen.
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Rys. 5. Schemat usytuowania przekrojow obserwacji stanu naprezenia
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W pierwszej grupie rysunkow przedstawiono rozktady naprezen normalnych o, S,
oraz naprezen stycznych G, W betonie. Wyniki ilustruja zmiany stanu wytezenia belki
zelbetowej przy kolejnych poziomach obciazenia zewnetrznego.
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Rys. 6. Rozkiad naprezen normalnych ¢ w przekroju a-a dla réznych pozioméw obciazenia

Na Rys. 6 przedstawiono rozktady naprezen normalnych ¢ w przekroju pionowym
a-a. Przy poziomie obcigzenia P =25 kN obserwuje sie rozktad naprezen charaktery-
styczny w zakresie sprezystej pracy belki. Przy poziomie obcigzenia P = 50 KN wyste-
puje strefa zarysowania przekroju, ktora powicksza sie na kolejnych etapach obcigzenia
kosztem wysokosci sciskanej betonu. Przy obciazeniu P = 200 kN, widoczny jest roz-
WOj procesu propagacji rysy, ktorej zasieg dochodzi do okoto 70% wysokosci belki.
Tuz przed zniszczeniem przy obcigzeniu P = 218 kN wysokos¢ obszaru zarysowanego
osigga 80%.

Rozktady naprezen normalnych o, przed zniszczeniem przy obcigzeniu P = 218 kN
w przekrojach pionowych a-a, b-b, c-c, d-d przedstawiono na Rys. 7. Z uwagi na usy-
tuowanie kolejnych przekrojow proces rozwoju strefy zarysowanej w gtab konstrukcji
rozwija si¢ wolniej przy mniejszych wartosciach naprezen.
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Rys. 7. Rozktad naprezen normalnych ¢ w przekrojach pionowych a-a, b-b, ¢-c, d-d przy obcigzeniu P =218 kN

Na nastepnych rysunkach przedstawiono charakterystyczne rozktady naprezen
normalnych S, w przekrojach poziomych: f-f na Rys. 8, g-g na Rys. 9 i w przekroju
pionowym a-a, Rys. 10. Prezentowane rozktady pionowych naprezen normalnych sa
typowe i charakterystyczne dla belki o duzym stopniu zbrojenia.
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Rys. 8. Rozklad naprezen normalnych o, w przekroju f-f dla réznych pozioméw obciazenia
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Rys. 9. Rozktad napre¢zen normalnych o,W przekroju g-g dla réznych pozioméw obciazenia
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Rys. 10. Rozklad naprezen normalnych o, w przekroju a-a dla réznych poziomow obciazenia
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Otrzymane wyniki sa jakosciowo zgodne z rezultatami eksperymentalnymi. Z ko-
lei na Rys. 11 przedstawiono rozktady naprezen stycznych G, W przekrojach pionowych
a-a, b-b, c-c, d-d przy obcigzeniu P = 218 kN tuz przed zniszczeniem. Na charakter roz-
ktadu naprezen maja wptyw efekty niesprezyste, ostabienie materiatowe i zarysowanie.
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Rys. 11. Rozklad naprezen stycznych G, W przekrojach pionowych a-a, b-b, c-c, d-d przy obcigzeniu P =218 kN
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Na Rys. 12. przedstawiono zmiennos¢ naprezenia w zbrojeniu gtownym, w prze-
kroju srodkowym belki, w zaleznosci od sumarycznego obcigzenia zewngtrznego.
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Rys. 12. Zalezno$¢ napre¢zenia w zbrojeniu gtownym w przekroju srodkowym belki od sumarycznego
obciazenia zewnetrznego P

Na Rys. 13 przedstawiono rozklady naprezen w stali zbrojeniowej w przekroju e-e.
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Rys. 13. Naprezenia w pretach zbrojeniowych o, w przekroju e-e przy réznych poziomach obcigzenia
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Whnioski

W pracy oceniono przydatnos¢ metody elementow skonczonych w nieliniowej
przestrzennej analizie belki zelbetowej. Zamodelowano belkg zelbetowa przy wykorzy-
staniu symetrii i rzeczywistych warunkow brzegowych. Stalowe prety zbrojeniowe dys-
kretnie lokalizowano w modelu w miejscach zwiazanych z siatka betonowego elementu
skonczonego. Wychwycono poczatkowe zarysowanie, naprezenia stali, betonu i ugiecia
przy sile rysujacej oraz pordwnano wyniki obliczen numerycznych z wynikami anali-
tycznymi. Prezentowane wyniki odnosza si¢ do zachowania belki w stanie naprezenia.
Stan ten zilustrowano w postaci rozktadow naprezen w przekrojach charakterystycz-
nych oraz w postaci map przestrzennie zorientowanych rys rozmytych w obszarze ma-
trycy betonowej. Zmiany stanu wytezenia wykazuja jakosciowa zgodnos¢ z mechani-
zmem zniszczenia belek o wysokim stopniu zbrojenia. Na charakter rozktadu naprezen
decydujacy wptyw maja przyjete modele konstytutywne materiatdw konstrukcyjnych.
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