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Streszczenie: 
W niniejszej pracy przedstawiono analiz  stanu napr enia i mechanizmu zarysowania 
modelowej zginanej belki elbetowej, traktowanej, jako kompozycja materia owa sk a-
daj ca si  z betonu wzmocnionego wiotkimi pr tami stalowymi roz o onymi dyskretnie 
w matrycy. W celu wery kowania poprawno ci za o onych modeli materia ów konstruk-
cyjnych: betonu i stali zbrojeniowej, porównano otrzymane wyniki oblicze  numerycz-
nych z wynikami oblicze  analitycznych. 

S owa kluczowe: metoda elementów sko czonych, konstrukcje elbetowe, belki

Wst p

W wi kszo ci przypadków konstrukcje elbetowe projektowane s  metodami 
uproszczonymi w oparciu o wyniki do wiadczalne. Chocia  tradycyjne metody empi-
ryczne s  wystarczaj ce do projektowania typowych konstrukcji elbetowych, to jed-
nak zastosowanie metody elementów sko czonych umo liwia wykonywanie bardzo 
dok adnych analiz z o onych ustrojów konstrukcyjnych.

W ostatnich latach problemy mechaniki konstrukcji elbetowych rozwi zywane s  
przy zastosowaniu metody elementów sko czonych, co jest ci le zwi zane z wi kszymi 
mo liwo ciami metod i systemów obliczeniowych. Oprogramowanie systemowe zasto-
sowane do modelowania zachowania konstrukcji szczególnie w zakresie nieliniowym 
jest bardzo efektywne zw aszcza w odniesieniu do tak zwanych otwartych systemów, 
w których mo na implementowa  w asne modele konstytutywne. G ówn  przeszkod  
w wykorzystaniu metody elementów sko czonych w obliczeniach konstrukcji elbeto-
wych jest trudno  modelowania w a ciwo ci materia ów zwi zana przede wszystkim 
z jego kompozytow  budow .
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W celu wery kowania poprawno ci za o onego modelu materia u i zastosowanej 
metody obliczeniowej nale y porównywa  otrzymane wyniki oblicze  numerycznych 
z wynikami do wiadczalnymi oraz z wynikami oblicze  analitycznych.

Przedmiotem pracy jest belka elbetowa traktowana, jako kompozycja materia o-
wa sk adaj ca si  z betonu wzmocnionego wiotkimi pr tami stalowymi roz o onymi 
dyskretnie w matrycy. 

Celem pracy jest analiza stanu napr enia i mechanizmu zarysowania belki elbe-
towej rozwi zywanej metod  elementów sko czonych z uwzgl dnieniem nieliniowo ci 

zycznych materia ów konstrukcyjnych. 

Modelowanie belki elbetowej

W modelu betonu belki przyj to graniczn  jednoosiow  wytrzyma o  na ciskanie 
fc

’ = 35 MPa, modu  spr ysto ci Ec = 34 GPa, wspó czynnik Poissona c = 0.2, granicz-
n  jednoosiow  wytrzyma o  na rozci ganie fr = 3.2 MPa. W modelu stali zbrojenio-
wej za o ono charakterystyczn  granic  plastyczno ci fyk = 410 MPa, modu  spr ysto-
ci Es = 200 GPa, wspó czynnik Poissona s = 0.3. 

Relacj  napr enie-odkszta cenie przy jednoosiowym ciskaniu otrzymano z po-
ni szych równa  opisuj cych wieloliniow  izotropow  krzyw  napr enie-odkszta ce-
nie betonu (MacGregor 1992):

       (1)

       (2)

       (3)

gdzie: 0 - odkszta cenie odpowiadaj ce wytrzyma o ci na ciskanie fc
’.

Wieloliniowa izotropowa zale no  napr enie-odkszta cenie wymaga de niowa-
nia pierwszego punktu krzywej, dla którego spe nione jest prawo Hooka. Krzyw  zasto-
sowano w celu poprawienia zbie no ci nieliniowego algorytmu rozwi zania, Tabela 1.
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Tab. 1. Zestawienie punktów opisuj cych wieloliniowy wykres -  dla betonu

Punkt 1 Punkt 2 Punkt 3 Punkt 4 Punkt 5 Punkt 6

 [MPa] 10.5 18.803 30.454 34.368 35 35

 [%o] 0.3088 0.6 1.2 1.7 2.1 3

Pierwszy punkt, zde niowano w 0.3fc
’ i oszacowano przedzia  liniowy (wzór 3). Na-

st pne punkty 2, 3 i 4 obliczono ze wzoru 1 dla 0 wyznaczonego wg równania 2. Za o o-
no odkszta cenia i obliczono napr enia dla ka dego odkszta cenia. Punkt 5 zde niowano 
dla  = fc

’ i 0 wyznaczonego wg równania 2, a ostatni punkt 6 dla  = fc
’ i 0 = 0.003. 

Na Rys. 1 przedstawiono zale no  wykorzystan  w modelu betonu, opart  na pra-
cy Kachlakeva i in. 2001.

Rys. 1. Wykres jednoosiowe napr enie-odkszta cenie betonu

Model elbetu uwzgl dnia mo liwo  kruchego zniszczenia betonu podatnego na 
zarysowanie przy rozci ganiu i mia d enie przy ciskaniu oraz deformacje plastyczne 
stali zbrojeniowej i betonu. Powierzchnia graniczna betonu by a zgodna z teori  Willama-
-Warnke 1975, uwzgl dniaj c  pi  parametrów materia owych. W zarysowanym betonie 
uwzgl dniono mo liwo  jego wzmocnienia przy cinaniu przez de niowanie wspó czyn-
ników cinania przy rysach otwartych t i zamkni tych c. W odniesieniu do stali zbroje-
niowej wykorzystano model materia u spr ysto-idealnie plastycznego, a w odniesieniu 
do betonu model spr ysto-plastyczny ze wzmocnieniem. Warto  t przyjmuje si  z prze-
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dzia u od 0 do 1, przy czym 0 odpowiada rysie g adkiej przy ca kowitej utracie no no ci 
na cinanie, a 1 rysie chropowatej bez utraty no no ci na cinanie (ANSYS 2005). W wie-
lu pracach dotycz cych konstrukcji elbetowych warto  t przyjmowano z przedzia u 
pomi dzy 0.05 a 0.25 (Bangash 1989, Huyse i in. 1994, Hemmaty i in. 1998, Kachlakev 
i in. 2001, Wolanski 2004). Wst pne analizy obejmowa y ró ne warianty warto ci wspó -
czynnika t. Ostatecznie ustalono, e jego optymalna warto  wynosi 0.3.

Wymiary analizowanej belki z uk adem zbrojenia i schematem obci enia przed-
stawiono na Rys. 2.

 

Rys. 2. Uk ad zbrojenia i schemat obci enia belki 

Modelowano po ow  belki po jednej p ycie stalowej w punkcie przy o enia obci -
enia i na podporze w zwi zku z pod u n  symetri  elementu. Model obci anej p yty 

stalowej, podpory stalowej i belki ze zbrojeniem wraz z warunkami brzegowymi przed-
stawiono na Rys. 3.

Rys. 3. Siatka elementów sko czonych i warunki brzegowe 

Belk  obci ano do chwili zniszczenia. Obliczenia numeryczne wykonano wg pro-
cedury Newtona-Raphsona. Po uzyskaniu zbie no ci po ka dym etapie obci enia na-
st powa o wznowienie analizy numerycznej. Czas na ko cu ka dego etapu obci enia 
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odpowiada  zastosowanemu obci eniu. W pierwszym etapie ko cowy czas obci enia 
wynosi  0.007 co odpowiada o obci eniu P = 0.007 MN = 7 kN przy o onemu bezpo-
rednio na p yt  stalow . Za o ono ma y przyrost obci enia o sta ej warto ci równej 

0.0875 kN. W analizach zastosowano kryterium zbie no ci przemieszcze  o warto ci 
równej 0.25.

Analiza wyników numerycznych

W obszarze liniowo-spr ystym porównano zgodno  przemieszcze  i napr e  
w modelu numerycznym z obliczeniami analitycznymi. Wyznaczono napr enia beto-
nu, napr enia stali zbrojeniowej i przemieszczenia pionowe w rodku belki pod ob-
ci eniem rysuj cym 27.5 kN. W Tabeli 2 porównano je z wynikami numerycznymi 
w chwili powstania pierwszej rysy. W obszarze dzia ania sta ego momentu napr enia 
w rodku rozpi to ci belki s  równe 3.2 MPa. 

Tab. 2. Porównanie wyników analitycznych z wynikami numerycznymi

Model

Napr enie 
betonu

w stre e rozci ganej 
ct [MPa]

Napr enie 
w stali

zbrojeniowej
s [MPa]

Przemieszczenie 
pionowe

w rodku belki
Vd [mm]

Si a 
rysuj ca
Pcr [kN] 

Obliczenia 
analityczne 3.20 14.99 0.86 27.50

Obliczenia 
numeryczne 3.35 15.49 0.93 32.03

Na Rys. 4 zilustrowano obrazy rys w ca ym zakresie obci enia. Na pocz tku 
rysy od zginania powstawa y w po owie rozpi to ci belki. W miar  wzrostu obci enia 
pionowe rysy rozci ga y si  poziomo w kierunku podpory. Przy wy szym obci eniu 
pojawia y si  uko ne rysy od rozci gania. Na ko cowych etapach powsta y rysy od 
ciskania pod punktem obci enia. W obszarze dzia ania sta ego momentu zginaj cego 

rysy rozwija y si  do osi gni cia obci enia 35 kN. Nast pnie zaobserwowano rozwój 
zarysowania belki w kierunku podpory. Rysy uko ne powsta y przy obci eniu 91 kN. 
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Rys. 4. Obrazy rys

Pierwsze efekty mia d enia betonu zaobserwowano pod obci eniem 182 kN. 
Uplastycznienie stali zbrojeniowej pojawi o si  nieco pó niej przy oko o 200 kN. Za-
rejestrowano wówczas gwa towny wzrost przemieszcze  pionowych w rodku belki. 
Stan graniczny no no ci wyst pi  pod obci eniem 218 kN, co objawi o si  nag  utrat  
zbie no ci rozwi zania numerycznego. 

W artykule analizowano stan napr enia belki elbetowej. Na Rys. 5 zaznaczono 
przekroje, w których wykonano rozk ady napr e . 

Rys. 5. Schemat usytuowania przekrojów obserwacji stanu napr enia
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W pierwszej grupie rysunków przedstawiono rozk ady napr e  normalnych x, y 
oraz napr e  stycznych xy w betonie. Wyniki ilustruj  zmiany stanu wyt enia belki 
elbetowej przy kolejnych poziomach obci enia zewn trznego.
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Rys. 6. Rozk ad napr e  normalnych x w przekroju a-a dla ró nych poziomów obci enia

Na Rys. 6 przedstawiono rozk ady napr e  normalnych x w przekroju pionowym 
a-a. Przy poziomie obci enia P = 25 kN obserwuje si  rozk ad napr e  charaktery-
styczny w zakresie spr ystej pracy belki. Przy poziomie obci enia P = 50 kN wyst -
puje strefa zarysowania przekroju, która powi ksza si  na kolejnych etapach obci enia 
kosztem wysoko ci ciskanej betonu. Przy obci eniu P = 200 kN, widoczny jest roz-
wój procesu propagacji rysy, której zasi g dochodzi do oko o 70% wysoko ci belki. 
Tu  przed zniszczeniem przy obci eniu P = 218 kN wysoko  obszaru zarysowanego 
osi ga 80%. 

Rozk ady napr e  normalnych x przed zniszczeniem przy obci eniu P = 218 kN 
w przekrojach pionowych a-a, b-b, c-c, d-d przedstawiono na Rys. 7. Z uwagi na usy-
tuowanie kolejnych przekrojów proces rozwoju strefy zarysowanej w g b konstrukcji 
rozwija si  wolniej przy mniejszych warto ciach napr e .
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Rys. 7. Rozk ad napr e  normalnych x w przekrojach pionowych a-a, b-b, c-c, d-d przy obci eniu P = 218 kN

Na nast pnych rysunkach przedstawiono charakterystyczne rozk ady napr e  
normalnych y w przekrojach poziomych: f-f na Rys. 8, g-g na Rys. 9 i w przekroju 
pionowym a-a, Rys. 10. Prezentowane rozk ady pionowych napr e  normalnych s  
typowe i charakterystyczne dla belki o du ym stopniu zbrojenia.
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Rys. 8. Rozk ad napr e  normalnych y w przekroju f-f dla ró nych poziomów obci enia
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Rys. 9. Rozk ad napr e  normalnych y w przekroju g-g dla ró nych poziomów obci enia
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Rys. 10. Rozk ad napr e  normalnych y w przekroju a-a dla ró nych poziomów obci enia
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Otrzymane wyniki s  jako ciowo zgodne z rezultatami eksperymentalnymi. Z ko-
lei na Rys. 11 przedstawiono rozk ady napr e  stycznych xy w przekrojach pionowych 
a-a, b-b, c-c, d-d przy obci eniu P = 218 kN tu  przed zniszczeniem. Na charakter roz-
k adu napr e  maj  wp yw efekty niespr yste, os abienie materia owe i zarysowanie.
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Rys. 11. Rozk ad napr e  stycznych xy w przekrojach pionowych a-a, b-b, c-c, d-d przy obci eniu P = 218 kN
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Na Rys. 12. przedstawiono zmienno  napr enia w zbrojeniu g ównym, w prze-
kroju rodkowym belki, w zale no ci od sumarycznego obci enia zewn trznego.
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Rys. 12. Zale no  napr enia w zbrojeniu g ównym w przekroju rodkowym belki od sumarycznego 
obci enia zewn trznego P

Na Rys. 13 przedstawiono rozk ady napr e  w stali zbrojeniowej w przekroju e-e.
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Rys. 13. Napr enia w pr tach zbrojeniowych s w przekroju e-e przy ró nych poziomach obci enia
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Wnioski

W pracy oceniono przydatno  metody elementów sko czonych w nieliniowej 
przestrzennej analizie belki elbetowej. Zamodelowano belk  elbetow  przy wykorzy-
staniu symetrii i rzeczywistych warunków brzegowych. Stalowe pr ty zbrojeniowe dys-
kretnie lokalizowano w modelu w miejscach zwi zanych z siatk  betonowego elementu 
sko czonego. Wychwycono pocz tkowe zarysowanie, napr enia stali, betonu i ugi cia 
przy sile rysuj cej oraz porównano wyniki oblicze  numerycznych z wynikami anali-
tycznymi. Prezentowane wyniki odnosz  si  do zachowania belki w stanie napr enia. 
Stan ten zilustrowano w postaci rozk adów napr e  w przekrojach charakterystycz-
nych oraz w postaci map przestrzennie zorientowanych rys rozmytych w obszarze ma-
trycy betonowej. Zmiany stanu wyt enia wykazuj  jako ciow  zgodno  z mechani-
zmem zniszczenia belek o wysokim stopniu zbrojenia. Na charakter rozk adu napr e  
decyduj cy wp yw maj  przyj te modele konstytutywne materia ów konstrukcyjnych.

Podzi kowania

Wyniki prac by y nansowane w ramach rodków statutowych Ministerstwa Nauki 
i Szkolnictwa Wy szego nr S/15/2014 i S/14/2014.
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