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Streszczenie: 
Wyniki prezentowane w niniejszej pracy stanowi  dope nienie rezultatów dotycz cych 
analizy stanu napr enia i mechanizmu zarysowania modelowej zginanej belki elbetowej, 
wzmocnionej wiotkimi pr tami stalowymi modelowanymi dyskretnie w matrycy betono-
wej. Celem niniejszego artyku u jest analiza statycznej no no ci belki elbetowej w przy-
rostowym procesie obci enia i ilustracja stanu przemieszczenia elementu belkowego. Po-
prawno  za o onych modeli betonu i stali zbrojeniowej wery kowano przez porównanie 
otrzymanych wyników oblicze  numerycznych z wynikami oblicze  analitycznych. 

S owa kluczowe: metoda elementów sko czonych, konstrukcje elbetowe, belki

Wst p

Analiza no no ci i stanu deformacji elementów konstrukcyjnych jest wa nym za-
gadnieniem mechaniki konstrukcji, gdy  umo liwia ocen  jej bezpiecze stwa i optymalne 
projektowanie. Dynamiczny rozwój techniki komputerowej i nowe generacje programów 
umo liwiaj  wykonywanie symulacji nieliniowego zachowania elbetowych uk adów 
konstrukcyjnych do chwili zniszczenia z uwzgl dnieniem zró nicowanych w a ciwo ci 
materia owych, rzeczywistego uk adu zbrojenia i wzajemnej wspó pracy betonu ze stal  
zbrojeniow  (Stolarski 1991, 2004, Stolarski, Cichorski 2002, Bobi ski, Tejchman 2006, 
Smarzewski, Stolarski 2007, Stolarczuk, Stolarski 2009, Widuli ski i in. 2009, Janko-
wiak, odygowski 2010, Smarzewski 2011, Szcze niak, Stolarski 2012).

Przedmiotem pracy jest belka elbetowa traktowana, jako kompozycja betonu 
i dyskretnie roz o onych stalowych pr tów. Tematem i g ównym celem artyku u jest 
analiza no no ci i stanu deformacji belki elbetowej obci onej statycznie z uwzgl d-
nieniem zycznych nieliniowo ci materia ów konstrukcyjnych. Zakres pracy obejmuje 
wykonanie analizy porównawczej wyników numerycznych i analitycznych. Porówna-
nia otrzymanych wyników na poziomie zale no ci obci enie-przemieszczenie stano-
wi  podstaw  do wery kacji przyj tych za o e  i modeli odkszta cenia betonu i stali. 
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Modelowanie belki elbetowej

W odniesieniu do betonu zastosowano model spr ysto-plastyczny ze wzmocnie-
niem. Model ten uwzgl dnia mo liwo  kruchego zniszczenia betonu podatnego na za-
rysowanie przy rozci ganiu i mia d enie przy ciskaniu. Zniszczenie przy ciskaniu jest 
zgodne z modelem Willama-Warnke uwzgl dniaj cym pi  parametrów materia owych 
(Willam-Warnke 1975). Zniszczenie przy rozci ganiu jest zgodne z kryterium maksy-
malnego napr enia normalnego Rankina.

W odniesieniu do stali zbrojeniowej wykorzystano model materia u spr ysto-ide-
alnie plastycznego. 

W modelowaniu przestrzennym zastosowano wymiary elementu i w a ciwo ci 
materia ów odpowiadaj ce za o onej belce przedstawionej na Rys. 1. Modelowano ½ 
belki o d ugo ci 2400 mm, szeroko ci 300 mm i wysoko ci 500 mm w zwi zku z po-
d u n  symetri  elementu. 

 

Rys. 1. Uk ad zbrojenia, schemat obci enia i siatka elementów sko czonych analizowanej belki 

Obliczenia numeryczne wykonano wg pe nej metody iteracyjnego rozwi zywania 
równa  nieliniowych Newtona-Raphsona. Pe n  procedur  numeryczn  N-R nazywamy 
proces, podczas którego macierz sztywno ci jest uaktualniana dla ka dej iteracji. Jedn  
iteracj  rozwi zania równania przedstawiono na Rys. 2a. W celu uzyskania zbie nego 
rozwi zania wymagana jest wi cej ni  jedna iteracja. Na Rys. 2b przedstawiono rozwi -
zanie drugiej iteracji (i+1). Kolejne iteracje mia yby analogiczny przebieg. 
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(a)

(b)

Rys. 2. Rozwi zanie Newtona – Raphsona: (a) pierwsza iteracja, (b) druga iteracja

Rozwi zanie otrzymane na ko cu procesu iteracji jest zgodne z poziomem obci -
enia {Fa}. Ko cowe zbie ne rozwi zanie jest w równowadze, a wi c zwrócony wektor 

obci enia {Fi
nr} obliczony dla aktualnego stanu napr enia jest zrównowa ony przez 

przy o ony wektor obci enia {Fa} lub zachowuje wymagan  tolerancj . 
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Analiza wyników numerycznych

W tabeli 1 zestawiono charakterystyki przeprowadzonych analiz numerycznych 
celem oceny wra liwo ci rozwi zania na dobór ilo ci po rednich kroków obci enia. 

Tab. 1. Zestawienie przeprowadzonych analiz numerycznych

Ilo  kroków po rednich obci enia Przyrost obci enia [kN] Warto  si y rysuj cej Pcr [kN] 

500 (343)* 0.43 32.12

1000 0.22 32.12

1500 0.145 32.12

2500 (2491)* 0.09 32.12

8750 0.025 32.12

* w nawiasach podano krok po redni, po którym nast pi a utrata zbie no ci rozwi zania

Stany graniczne no no ci belki osi gni to w chwili, gdy nie by o zbie no ci roz-
wi zania numerycznego i przy bardzo ma ych przyrostach obci enia zarejestrowano 
niesko czenie du e przyrosty przemieszcze  b d ce objawem zniszczenia belki. W ob-
liczeniach numerycznych pomini to efekty nieliniowej geometrii. Do obserwacji zmian 
przemieszczenia przyj to punkt na dolnej kraw dzi w rodku belki. Krzywe obci enie 
– przemieszczenie pionowe przedstawione na Rys. 3 wyznaczono na podstawie obli-
cze  numerycznych. 
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Rys. 3. Porównanie zale no ci przemieszczenia pionowego w rodku belki od obci enia

Uzyskane przebiegi zmian zale no ci obci enie – przemieszczenie pionowe 
wskazuj  na wyst pienie w belce elbetowej lokalnych obszarów zarysowanych, wp y-
waj cych na skokowe zmniejszanie sztywno ci elementu przy okre lonym poziomie 
obci enia.

Stan deformacji belki analizowano przy 2491 po rednich krokach obci enia 
i przyro cie obci enia 0.09 kN. W rozwi zaniu zastosowano kryterium zbie no ci 
przemieszczenia równe 0.25. W obszarze liniowo-spr ystym porównano przemiesz-
czenia w modelu i badanej belce przed i w chwili zarysowania. Stwierdzono bardzo do-
br  zgodno  uzyskanych wyników. 

Na Rys. 4 przedstawiono rozk ad przemieszcze  pionowych Vdkr w skrajnym dol-
nym w óknie belki, Vskr w poziomej osi rodkowej w po owie wysoko ci belki oraz Vgkr 
w skrajnym górnym w óknie belki na kraw dzi przekroju poprzecznego przy poziomie 
statycznej no no ci belki, P = 218 kN, uzyskanym z rozwi zania numerycznego. 

Z kolei na Rys. 5 przedstawiono rozk ady przemieszcze  pionowych Vds w skraj-
nym dolnym w óknie belki, Vss w poziomej osi rodkowej w po owie wysoko ci belki 
oraz Vgs w skrajnym górnym w óknie belki w rodku przekroju poprzecznego przy tym 
samym poziomie obci enia.
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Rys. 4. Rozk ady przemieszcze  pionowych na kraw dzi przekroju poprzecznego belki
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Rys. 5. Rozk ady przemieszcze  pionowych w rodku przekroju poprzecznego belki

Zaobserwowano, e górne i rodkowe w ókna belki zarówno w rodku jak i na 
kraw dzi przekroju poprzecznego przemieszcza y si  prawie równomiernie. Natomiast 
na charakter przemieszcze  pionowych dolnej kraw dzi belki du y wp yw wywar y lo-
kalne zniszczenia matrycy betonowej w stre e dzia ania sta ego momentu zginaj cego. 
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W zarysowanym betonie uwzgl dniono mo liwo  jego wzmocnienia przy cinaniu 
przez de niowanie wspó czynników cinania przy rysach otwartych t i zamkni tych c. 

W celu okre lenia wp ywu warto ci wspó czynnika no no ci na cinanie przy 
rysach otwartych t na wyniki numeryczne przyj to jego ró ne warto ci t = 0.1, 0.5, 
0.9. W wykonanych analizach za o ono sta  warto  wspó czynnika no no ci na ci-
nanie dla rys zamkni tych c = 1. Przedstawione modele by y podobne, a zatem zgod-
nie z oczekiwaniem wyniki na wykresach obci enie – przemieszczenie pionowe we 
wczesnych etapach historii obci enia by y bardzo zbli one we wszystkich przeprowa-
dzonych analizach. Pocz tkowo do wiadczenie obrazowa a liniowa zale no  z ma ym 
skokiem, z nag  utrat  sztywno ci, w chwili zarysowania betonu, pozostaj ca po zary-
sowaniu w przybli eniu krzyw  liniow . Zasadniczo modele charakteryzowa a liniowa 
trajektoria o sztywno ci mniejszej od pocz tkowej, Rys. 6. 
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Rys. 6. Porównanie zale no ci przemieszczenia pionowego w rodku belki 
od obci enia przy zmiennej warto ci t

Zaobserwowano, e im mniejsza by a warto  wspó czynnika t, tym sztywno  
belki mala a. Gdy za o ono t = 0.1 i 0.5 nie zaobserwowano utraty zbie no ci rozwi -
zania na ca ej cie ce obci enia do si y maksymalnej P = 224 kN. Natomiast, gdy t 
= 0.9 utrata zbie no ci wyst pi a pod obci eniem P = 213.1 kN. Zgodnie z oczekiwa-
niem, przy tym samym obci eniu, zarysowanie wyst powa o na wi kszym obszarze 
i przebiega o szybciej przy ni szych warto ciach wspó czynnika t.

W celu okre lenia wp ywu warto ci wspó czynnika no no ci na cinanie przy ry-
sach zamkni tych c na wyniki numeryczne w przeprowadzonych analizach za o ono 
sta  warto  wspó czynnika no no ci na cinanie dla rys otwartych t = 0.1 i zmien-
ne warto ci wspó czynnika c = 0.5 i 1. Jak przepuszczano im mniejsza by a warto  
wspó czynnika c, tym sztywno  belki nieznacznie mala a (nie dostrzegalne na wy-
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kresie, Rys. 7). Przy c = 0.5 utrata no no ci belki wyst pi a przy obci eniu 163 kN, 
natomiast, gdy za o ono c = 1 nie zaobserwowano utraty zbie no ci rozwi zania na 
ca ej cie ce obci enia do zadanej si y maksymalnej P = 224 kN.
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Rys. 7. Porównanie zale no ci przemieszczenia pionowego w rodku belki 
od obci enia przy zmiennej warto ci c

Porównuj c wp yw warto ci wspó czynnika c na zarysowanie belki zaobserwo-
wano, e dla wi kszej warto ci wspó czynnika rysy prostopad e pojawia y si  szybciej 
i na wi kszym obszarze. Natomiast dla wspó czynnika równego 0.5 wcze niej zaobser-
wowano pojawienie si  rys uko nych i bardzo intensywny ich rozwój w stre e przypod-
porowej, co sta o si  przyczyn  nag ej utraty no no ci belki.

Wnioski

W pracy oceniono przydatno  metody elementów sko czonych w nieliniowej prze-
strzennej analizie no no ci i stanu przemieszczenia belki elbetowej. Prezentowane wyni-
ki stanowi  dope nienie rezultatów dotycz cych analizy stanu napr enia i mechanizmów 
zniszczenia, ale odnosz  si  do innego aspektów zachowania belki elbetowej dotycz cych 
no no ci i stanu deformacji. Zachowanie modeli elementów sko czonych opisywane wy-
kresami si a – przemieszczenie w rodku rozpi to ci jest zgodne z wynikami typowych 
bada  do wiadczalnych. Uzyskane rezultaty wiadcz  o ogólnej poprawno ci przyj tych 
za o e , modeli materia ów, metody rozwi zania i procedur analizy numerycznej. 
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W nieliniowej analizie elbetu nale y przyj  warto ci wspó czynników no no ci na ci-
nanie. Ustalono, e przy rysach zamkni tych warto  c powinna by  mniejsza lub równa 1, 
a przy rysach otwartych t powinna by  dobrana z przedzia u od 0.2 do 0.4, gdy  mniejsze 
warto ci wspó czynnika powoduj  problemy ze zbie no ci  na niskich poziomach obci enia. 

W obliczeniach numerycznych zastosowano pe n  nieliniow  procedur  Newtona 
– Raphsona i obserwowano trudno ci w uzyskaniu rozwi zania z powodu nieliniowego 
zachowania betonu zbrojonego. Ustalono, e zastosowanie odpowiednio ma ego przy-
rostu obci enia u atwia zbie no  i skraca czas oblicze .

Bibliogra a:

1. Bobi ski J., Tejchman J. (2006), Modelling of size effects in concrete using elasto-
-plasticity with non-local softening. Archives of Civil Engineering, 52, 1, 7-35.

2. Jankowiak T., odygowski T. (2010), Quasi-static failure criteria for concrete. Ar-
chives of Civil Engineering, LVI, 2, 123-154.

3. Smarzewski P. (2011), Modelowanie statycznego zachowania niespr ystych belek 
elbetowych wykonanych z betonu wysokiej wytrzyma o ci. Monogra a. Politechni-

ka Lubelska. Lublin 2011.
4. Smarzewski P., Stolarski A. (2007), Modelowanie zachowania niespr ystej belki 

elbetowej. Biuletyn WAT, Vol. LVI, Nr 2, 147-166.
5. Stolarczuk A., Stolarski A. (2009), Metoda analizy niespr ystych elementów el-

betowych ciskanych mimo rodowo. Biuletyn WAT, Vol. LVIII, Nr 4, 317-334.
6. Stolarski A. (1991), Model dynamicznego odkszta cenia betonu. Archiwum In y-

nierii L dowej, T. 37, Z. 3-4, 405-447.
7. Stolarski A. (2004), Dynamic Strength Criterion for Concrete. Journal of Engineering 

Mechanics, American Society of Civil Engineering, Vol. 130, Nr 12, 1428-1435.
8. Stolarski A., Cichorski W. (2002), Modelowanie statycznego i dynamicznego za-

chowania niespr ystych tarcz elbetowych. Studia z Zakresu In ynierii, 51, Komi-
tet In ynierii L dowej i Wodnej PAN, Warszawa.

9. Szcze niak A., Stolarski A. (2012), Analiza wyt enia belek elbetowych metod  
relaksacji dynamicznej. In ynieria i Budownictwo, 5, 267-269.

10. Widuli ski ., Bobi ski J., Tejchman J. (2009), FE-analysis of spacing of localized 
zones in reinforced concrete bars under tension using elasto-plasticity with non-lo-
cal softening. Archives of Civil Engineering, LV, 2, 257-281.

11. Willam K.J., Warnke E.P. (1975), Constitutive Model for the Triaxial Behavior of 
Concrete. Proceedings, International Association for Bridge and Structural Engine-
ering, Vol. 19, ISMES, Bergamo, Italy, s. 174.

Liczba znaków ze spacjami: 20 050


