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Streszczenie:

Wyniki prezentowane w niniejszej pracy stanowia dopetnienie rezultatdw dotyczacych
analizy stanu naprezenia i mechanizmu zarysowania modelowej zginanej belki zelbetowej,
wzmocnionej wiotkimi pretami stalowymi modelowanymi dyskretnie w matrycy betono-
wej. Celem niniejszego artykutu jest analiza statycznej nosnosci belki zelbetowej w przy-
rostowym procesie obciazenia i ilustracja stanu przemieszczenia elementu belkowego. Po-
prawnos¢ zatozonych modeli betonu i stali zbrojeniowej weryfikowano przez poréwnanie
otrzymanych wynikéw obliczen numerycznych z wynikami obliczen analitycznych.

Stowa kluczowe: metoda elementdw skonczonych, konstrukcje zelbetowe, belki

Wstep

Analiza nosnosci i stanu deformacji elementéw konstrukcyjnych jest waznym za-
gadnieniem mechaniki konstrukcji, gdyz umozliwia ocene jej bezpieczenstwa i optymalne
projektowanie. Dynamiczny rozwdj techniki komputerowej i nowe generacje programow
umozliwiaja wykonywanie symulacji nieliniowego zachowania zelbetowych uktadow
konstrukcyjnych do chwili zniszczenia z uwzglednieniem zréznicowanych wiasciwosci
materiatowych, rzeczywistego uktadu zbrojenia i wzajemnej wspotpracy betonu ze stala
zbrojeniows (Stolarski 1991, 2004, Stolarski, Cichorski 2002, Bobinski, Tejchman 2006,
Smarzewski, Stolarski 2007, Stolarczuk, Stolarski 2009, Widulinski i in. 2009, Janko-
wiak, Lodygowski 2010, Smarzewski 2011, Szczesniak, Stolarski 2012).

Przedmiotem pracy jest belka zelbetowa traktowana, jako kompozycja betonu
I dyskretnie roztozonych stalowych pretow. Tematem i gtdbwnym celem artykutu jest
analiza nosnosci i stanu deformacji belki zelbetowej obcigzonej statycznie z uwzgled-
nieniem fizycznych nieliniowosci materiatow konstrukcyjnych. Zakres pracy obejmuje
wykonanie analizy porownawczej wynikéw numerycznych i analitycznych. Poréwna-
nia otrzymanych wynikéw na poziomie zaleznosci obciazenie-przemieszczenie stano-
wia podstawe do weryfikacji przyjetych zatozen i modeli odksztatcenia betonu i stali.
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Modelowanie belki zelbetowej

W odniesieniu do betonu zastosowano model sprezysto-plastyczny ze wzmocnie-
niem. Model ten uwzglednia mozliwos¢ kruchego zniszczenia betonu podatnego na za-
rysowanie przy rozcigganiu i miazdzenie przy $ciskaniu. Zniszczenie przy sciskaniu jest
zgodne z modelem Willama-Warnke uwzgledniajacym pig¢ parametrow materiatowych
(Willam-Warnke 1975). Zniszczenie przy rozciaganiu jest zgodne z kryterium maksy-
malnego naprezenia normalnego Rankina.

W odniesieniu do stali zbrojeniowej wykorzystano model materiatu sprezysto-ide-
alnie plastycznego.

W modelowaniu przestrzennym zastosowano wymiary elementu i witasciwosci
materiatdw odpowiadajace zatozonej belce przedstawionej na Rys. 1. Modelowano %
belki o diugosci 2400 mm, szerokosci 300 mm i wysokosci 500 mm w zwigzku z po-
dtuzna symetria elementu.
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Rys. 1. Uktad zbrojenia, schemat obciazenia i siatka elementow skoniczonych analizowanej belki

Obliczenia numeryczne wykonano wg petnej metody iteracyjnego rozwiagzywania
rdwnan nieliniowych Newtona-Raphsona. Petng procedura numeryczng N-R nazywamy
proces, podczas ktorego macierz sztywnosci jest uaktualniana dla kazdej iteracji. Jedna
iteracje rozwiazania rownania przedstawiono na Rys. 2a. W celu uzyskania zbieznego
rozwigzania wymagana jest wiecej niz jedna iteracja. Na Rys. 2b przedstawiono rozwia-
zanie drugiej iteracji (i+1). Kolejne iteracje miatyby analogiczny przebieg.

194



Analiza nosnosci i stanu deformacji belki zelbetoweyj...

(@)
i\

Au

\

e

FA

'

Rys. 2. Rozwigzanie Newtona — Raphsona: (a) pierwsza iteracja, (b) druga iteracja

Rozwigzanie otrzymane na koncu procesu iteracji jest zgodne z poziomem obcia-
zenia {F_}. Koncowe zbiezne rozwigzanie jest w rownowadze, a wigc zwrocony wektor
obcigzenia {F,"} obliczony dla aktualnego stanu naprezenia jest zrownowazony przez
przytozony wektor obcigzenia {F_} lub zachowuje wymagana tolerancje.
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Analiza wynikéw numerycznych

W tabeli 1 zestawiono charakterystyki przeprowadzonych analiz numerycznych
celem oceny wrazliwosci rozwigzania na dobor ilosci posrednich krokow obciazenia.

Tab. 1. Zestawienie przeprowadzonych analiz numerycznych

llos¢ krokow posrednich obcigzenia | Przyrost obciazenia [KN] | Wartos¢ sity rysujacej P_ [KN]
500 (343)" 0.43 32.12
1000 0.22 32.12
1500 0.145 32.12
2500 (2491)" 0.09 32.12
8750 0.025 32.12

* w nawiasach podano krok posredni, po ktérym nastapita utrata zbieznosci rozwigzania

Stany graniczne nosnosci belki osiagnigto w chwili, gdy nie byto zbieznosci roz-
wigzania numerycznego i przy bardzo matych przyrostach obcigzenia zarejestrowano
nieskonczenie duze przyrosty przemieszczen bedace objawem zniszczenia belki. W ob-
liczeniach numerycznych pominigto efekty nieliniowej geometrii. Do obserwacji zmian
przemieszczenia przyjeto punkt na dolnej krawedzi w srodku belki. Krzywe obciazenie
— przemieszczenie pionowe przedstawione na Rys. 3 wyznaczono na podstawie obli-
czen numerycznych.
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Rys. 3. Poréwnanie zaleznosci przemieszczenia pionowego w srodku belki od obciazenia

Uzyskane przebiegi zmian zaleznosci obciazenie — przemieszczenie pionowe
wskazuja na wystapienie w belce zelbetowej lokalnych obszaréw zarysowanych, wpty-
wajacych na skokowe zmniejszanie sztywnosci elementu przy okreslonym poziomie
obciazenia.

Stan deformacji belki analizowano przy 2491 posrednich krokach obciazenia
I przyroscie obcigzenia 0.09 kN. W rozwigzaniu zastosowano Kkryterium zbieznosci
przemieszczenia rowne 0.25. W obszarze liniowo-sprezystym poréwnano przemiesz-
czenia w modelu i badanej belce przed i w chwili zarysowania. Stwierdzono bardzo do-
bra zgodnos¢ uzyskanych wynikow.

Na Rys. 4 przedstawiono rozktad przemieszczen pionowych V- w skrajnym dol-
nym widknie belki, V w poziomej osi srodkowej w potowie Wysok05u belki oraz V
w skrajnym gérnym W1okn|e belki na krawedzi przekroju poprzecznego przy p02|om|e
statycznej nosnosci belki, P = 218 kN, uzyskanym z rozwiazania numerycznego.

Z kolei na Rys. 5 przedstawiono rozkfady przemieszczen pionowych V, w skraj-
nym dolnym wioknie belki, V_ w poziomej osi srodkowej w potowie wysokosci belki
oraz V, w skrajnym gornym widknie belki w srodku przekroju poprzecznego przy tym
samym poziomie obcigzenia.
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Rys. 4. Rozktady przemieszczen pionowych na krawedzi przekroju poprzecznego belki
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Rys. 5. Rozktady przemieszczen pionowych w srodku przekroju poprzecznego belki

Zaobserwowano, ze gorne i srodkowe wiokna belki zarowno w srodku jak ina
krawedzi przekroju poprzecznego przemieszczaty si¢ prawie rOwnomiernie. Natomiast
na charakter przemieszczen pionowych dolnej krawedzi belki duzy wptyw wywarty lo-
kalne zniszczenia matrycy betonowej w strefie dziatania statego momentu zginajacego.
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W zarysowanym betonie uwzgledniono mozliwos¢ jego wzmocnienia przy scinaniu
przez definiowanie wspotczynnikow scinania przy rysach otwartych f, i zamknigtych § .

W celu okreslenia wptywu wartosci wspotczynnika nosnosci na scinanie przy
rysach otwartych B, na wyniki numeryczne przyjeto jego rozne wartosci p = 0.1, 0.5,
0.9. W wykonanych analizach zatozono stata wartos¢ wspotczynnika nosnosci na sci-
nanie dla rys zamknigtych B_= 1. Przedstawione modele byly podobne, a zatem zgod-
nie z oczekiwaniem wyniki na wykresach obciazenie — przemieszczenie pionowe we
wczesnych etapach historii obciazenia byty bardzo zblizone we wszystkich przeprowa-
dzonych analizach. Poczatkowo doswiadczenie obrazowata liniowa zaleznos¢ z matym
skokiem, z nagta utrata sztywnosci, w chwili zarysowania betonu, pozostajaca po zary-
sowaniu w przyblizeniu krzywa liniowa. Zasadniczo modele charakteryzowata liniowa
trajektoria o sztywnosci mniejszej od poczatkowej, Rys. 6.
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Rys. 6. Poréwnanie zaleznosci przemieszczenia pionowego w srodku belki
od obcigzenia przy zmiennej wartosci B,

Zaobserwowano, ze im mniejsza byta wartos¢ wspotczynnika B, tym sztywnosé
belki malata. Gdy zatozono 8, = 0.1 0.5 nie zaobserwowano utraty zbieznosci rozwia-
zania na catej sciezce obcigzenia do sity maksymalnej P = 224 kN. Natomiast, gdy p,
= 0.9 utrata zbieznosci wystapita pod obcigzeniem P = 213.1 kN. Zgodnie z oczekiwa-
niem, przy tym samym obcigzeniu, zarysowanie wystgpowato na wiekszym obszarze
i przebiegato szybciej przy nizszych wartosciach wspotczynnika f,.

W celu okreslenia wptywu wartosci wspotczynnika nosnosci na scinanie przy ry-
sach zamknietych B_na wyniki numeryczne w przeprowadzonych analizach zatozono
stalg wartos¢ wspotczynnika nosnosci na scinanie dla rys otwartych p = 0.1 i zmien-
ne wartosci wspotczynnika B, = 0.5 i 1. Jak przepuszczano im mniejsza byla wartos¢
wspotczynnika B, tym sztywnos¢ belki nieznacznie malata (nie dostrzegalne na wy-
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kresie, Rys. 7). Przy B, = 0.5 utrata nosnosci belki wystapita przy obcigzeniu 163 kN,
natomiast, gdy zatozono B_= 1 nie zaobserwowano utraty zbieznosci rozwigzania na
calej sciezce obciazenia do zadanej sity maksymalnej P = 224 kN.
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Rys. 7. Porownanie zaleznosci przemieszczenia pionowego w srodku belki
od obcigzenia przy zmiennej wartosci

Porownujac wplyw wartosci wspotczynnika . na zarysowanie belki zaobserwo-
wano, ze dla wigkszej wartosci wspotczynnika rysy prostopadte pojawialy sie szybciej
I na wigkszym obszarze. Natomiast dla wspotczynnika rownego 0.5 wczesniej zaobser-
wowano pojawienie si¢ rys ukosnych i bardzo intensywny ich rozwdj w strefie przypod-
porowej, co stato sie przyczyna nagtej utraty nosnosci belki.

Whnioski

W pracy oceniono przydatnos¢ metody elementéw skonczonych w nieliniowej prze-
strzennej analizie nosnosci i stanu przemieszczenia belki zelbetowej. Prezentowane wyni-
ki stanowig dopetnienie rezultatow dotyczacych analizy stanu naprezenia i mechanizméw
zniszczenia, ale odnosza si¢ do innego aspektow zachowania belki zelbetowej dotyczacych
nosnosci i stanu deformacji. Zachowanie modeli elementow skonczonych opisywane wy-
kresami sita — przemieszczenie w srodku rozpietosci jest zgodne z wynikami typowych
badan doswiadczalnych. Uzyskane rezultaty swiadcza o ogolnej poprawnosci przyjetych
zatozen, modeli materiatow, metody rozwigzania i procedur analizy numeryczne;j.
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W nieliniowej analizie zelbetu nalezy przyja¢ wartosci wspotczynnikow nosnosci na sci-

nanie. Ustalono, ze przy rysach zamknietych wartos¢ 3, powinna by¢ mniejsza lub rowna 1,
aprzy rysach otwartych 3 powinna by¢ dobrana z przedziatu od 0.2 do 0.4, gdyz mniejsze
wartosci wspotczynnika powoduja problemy ze zbieznoscia na niskich poziomach obciazenia.

W obliczeniach numerycznych zastosowano petna nieliniowa procedure Newtona

— Raphsona i obserwowano trudnosci w uzyskaniu rozwiazania z powodu nieliniowego
zachowania betonu zbrojonego. Ustalono, ze zastosowanie odpowiednio matego przy-
rostu obcigzenia utatwia zbieznos¢ i skraca czas obliczen.
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